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Cayley Number and Conservation Laws for Elementary Particles 

It is shown that the five conservation laws of charge, hyper-charge, barion number and the two 
lepton numbers lead to the construction of a commutative non-associative 24 dimensional linear 
algebra. Each element of the algebra is an ordered set of three Cayley numbers. 

1. Einleitung 

Die Theorie der SU(3)-Symmetrie 1 hat zu gro-
ßen Erfolgen unter anderem bei der Suche nach 
einem Ordnungsschema für Hadronen geführt. Trotz-
dem ist es zweifelhaft2, ob das SU(3)-Schema schon 
eine endgültige Einsicht in den Zusammenhang der 
Elementarteilchen untereinander liefert. 

Weiterhin darf nicht übersehen werden, daß es 
bisher nicht gelungen ist, ein gemeinsames Klassifi-
zierungsschema für Hadronen und Leptonen aufzu-
stellen. Zur Erreichung dieses Ziels liegt es nahe, 
weitere Lie-Gruppen, welche die Gruppe SU(3) um-
fassen, zu untersuchen. Vielleicht gelingt es durch 
systematisches Suchen, gerade die richtige Lie-
Gruppe bzw. Lie-Algebra herauszufinden. Aber wo-
her weiß man eigentlich, daß sich die wesentlichen 
Symmetrieeigenschaften der Elementarteilchen durch 

Lie-Algebren beschreiben lassen? Wie Gamba 3 vor-
geschlagen hat, lassen sich z. B. audi Jordan-Alge-
bren in den Kreis der Betrachtung ziehen. 

Wegen dieser Unsidierheit empfiehlt es sich, als 
Grundlage für eine Untersuchung die vorliegenden 
empirischen Ergebnisse und möglichst nur diese zu 
benutzen. 

Bei Einführung geeigneter Linearkombinationen 
der üblichen Quantenzahlen zeigen sidi nun einige 
Gesetzmäßigkeiten, von denen kaum angenommen 
werden kann, daß sie rein zufällig sind. Diese Regel-
mäßigkeiten sollen nun dargestellt werden. Zur Vor-
bereitung hierzu wird zunächst für einige ausge-
wählte Teilchen eine Übersicht über die fünf Quan-
tenzahlen der Ladung Q, der Hyperiadung Y, der 
Barionzahl B, der Elektronzahl Le und der Myon-
zahl L„ angegeben; hierbei soll der Wert der Hyper-
ladung für Leptonen zu Null angesetzt werden (Tab. 

Tab. 1 Tab. 2 Tab. 3 

Q y B Le Lft Q y B u Q y B Le 

Vn 0 0 0 0 - l Myonium u+ e 0 0 0 + 1 - 1 >'e 0 0 0 - 1 0 
n 0 + 1 + 1 0 0 H-Atom p+ e" 0 + 1 + 1 + 1 0 •T0 0 - l + 1 0 0 

- 1 - 1 + 1 0 0 P+ + 1 + i + 1 0 0 
e+ + 1 0 0 - 1 0 Pion ;r+ + l 0 0 0 0 u~ - 1 0 0 0 + 1 

Tab. 1 bis 3. Empirische Quantenzahlen zu einigen Teilchen. 

Tab. 4 Tab. 5 Tab. 6 

F Wo Nt n2 N3 F w, n, N, F Wi n2 

+ 1 + h 
_ 1 2 _ 1 2 2 Myonium u+ e~ 0 + 1 0 0 0 Vc + 1 2 2 2 _ ! 2 

n + 1 4-1 1 2 2 H-Atom p + e" 0 0 + 1 0 0 + 1 2 _ 1 2 + h +h 

+ 1 2 2 + h _ 1 2 0 0 0 + 1 0 P+ + 1 __ 1 2 + h 2 +h 

e+ + 1 2 2 + h Pion 0 0 0 0 + 1 u~ - 1 _ 1 2 + 1 + h 
1 — 2 

Tab. 4 bis 6. Linearkombinationen empirischer Quantenzahlen zu einigen Teilchen. 
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1 bis 3 ) . Für die entsprechenden Antiteilchen sind 
die Vorzeichen sämtlicher Quantenzahlen umzukeh-
ren. 

Durch Einführung der folgenden Linearkombina-
tionen 

F: = — L e — Ln + B, 
N0: = h(Le-L„-B), 
Nt: = i(Le + L/l+Y), (1) 
N2: = l(L9 + Lß-Y), 
N3: = l(Lc + L/l-Y)+Q 

ergeben sich die wesentlich regelmäßigeren Tab. 4 
bis 6. Wenn man die entsprechenden Antiteilchen 
berücksichtigt, zeigen die Tab. 4 bis 6 in bezug auf 
die Quantenzahlen N0, , N2 und N3 eine gewisse 
Vollständigkeit. Sie stellen alle 24 ganz- oder halb-
zahligen Lösungen der Gl. (2) dar. 

! ( W , . ) 2 = 1 . ( 2 ) 
>• = 0 

Dabei bleibt ein Platz für ein hypothetisches Teil-
chen frei. In Tab. 2 sind hierfür aufgrund der Gin. 
(1) die Quantenzahlen Q = - 1, Y = - 1, /? = + 1, 
Lc = -f 1 und L„ = 0 einzutragen. 

Die in den Tab. 4 bis 6 aufgeführten Quanten-
zahlen Nv stehen in einem engen Zusammenhang 
mit den Cayley-Zahlen 4. 

2. Cayley-Zahlen 

Die Menge C 8 aller Cayley-Zahlen bildet bezüg-
lich einer Addition und einer Multiplikation einen 
nichtassoziativen Ring mit Einselement 1, wel-
cher den Körper C 1 der komplexen Zahlen als Un-
terring umfaßt. 

Für X e C 1 (C 1 : Menge der komplexen Zahlen) 
und a, b e C 8 gilt stets 

(Xa)b = a{bX) . 

Mit Hilfe von acht speziellen Cayley-Zahlen ßv und 
ßv läßt sich jede Cayley-Zahl u eindeutig als kom-
plexe Linearkombination schreiben: 

3 
2 (uvßv + ut,ßv) 

v = 0 

uv, uv e C 1 . 

(Griechische Indizes sollen stets von 0 bis 3 laufen.) 
Für die speziellen Elemente ßv und ßr gilt Gl. (3) 

und die in Tab. 7 gezeigte Multiplikationstabelle: 

+ = (3) 

Tab. 7. Multiplikationstabelle für spezielle Cayley-Zahlen. 

0 ßo ß° ßt ß. A ß1 ß2 ß3 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

ß° 0 0 ß° ßl ß2 ß, 0 0 0 

ß0 0 ßo 0 0 0 0 ß1 ß2 ß3 

ßx 0 ßl 0 0 ß3 - ß 2 -ß° 0 0 

ß2 0 ß-2 0 - ß 3 0 ßl 0 -ß° 0 

ß, 0 ßs 0 ß2 -ßl 0 0 0 -ß° 

ß1 0 0 ßl -ßo 0 0 0 ß3 ~ßi 
ß2 0 0 ß2 0 -ßo 0 -ß» 0 ßr 
ß3 0 0 ß3 0 0 -ßo ß. -ßv 0 

Durch Gl. (4) wird die Spur einer Cayley-Zahl u 
definiert: 

S p a : = l ( u ° + « o ) • ( 4 ) 

Die über die Zuordnung 

P : u uv 

u p : = 2 Spu — u 

gegebene Abbildung von C 8 auf sich ist ein involu-
torischer Antiautomorphismus des Rings C 8 . Es gel-
ten also für a, be C 8 die folgenden Gleichungen: 

( o p ) p = o , 
(a + 6 ) p = a p + 6 P , 

(ab)F = b? ap . 

3. Eine 24-dimensionale lineare Algebra 

Es sei C2 4 die Menge aller geordneten Tripel (»/.', 
<P, yj, wobei y, und % beliebige Cayley-Zahlen 
sind. Es sei X e C 1 . Durch die Definitionen 

X(y>,&,x): =(Xy>,X<P,XX) 
und 

( y , %) + ( y , X ) : = ( y + y , $ + + X) 

wird C2 4 zu einem linearen Vektorraum. Ein kom-
mutatives, jedoch nicht assoziatives Produkt zu je 
zwei Tripeln wird durch die Definition (5) einge-
führt: 

( y , x ) : _ ( 5 ) 

= ( $ xF f , y X + y>X> V'P + V'r • 

Bezüglich der drei hiermit eingeführten Verknüp-
fungen bildet die Menge C2 4 eine über dem Körper 

lineare Algebra Die 24 Basiselemente 
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ß>: =(ß»,0,0), 0 , 0 ) ; 

( 0 , / ? " , 0 ) , = ( 0 , & , 0 ) ; 

~ß": = (0, 0, ß"), ~ßv: = (0, 0, ßv) 

der Algebra (£24 können nun in einen Zusammen-
hang mit den 12 in den Tab. 4 bis 6 aufgeführten 
Teilchen und ihren Antiteilchen gebracht werden. 
Eine Zuordnung geschieht durch die Tab. 8 bis 10: 

Tab. 8 Tab. 9 Tab. 10 

> > fx+ e >'e 

ßl n ß1 P+ e" ß1 jTo 

ßz ß* ß2 P~ 

ß3 e+ fP jr+ ß3 

X Vß 7 o u~ e+ % re 

ßl n ß, ~P+ e + ßr TO 

ß'2 ßz ß-i P+ 

ß* e~ ß3 ß3 u~ 

Es wird eine Reaktion 

A + B (6) 

betrachtet, wobei A, B und C drei beliebige in den 
Tab. 8 bis 10 aufgeführte Teilchen sind. Bezeichnet 
man mit a, ß und y die diesen Teilchen zugeordne-
ten Basiselemente, so gilt genau dann eine der bei-
den Gleichungen 

aß=±y, 

wenn die Reaktion (6) in bezug auf jede der vier 
Quantenzahlen TV,, einem Erhaltungssatz genügt. Als 
Beispiel wird der Pionzerfall betrachtet: 

tl~ vtl + fi~ . 

Diesen Reaktionen entsprechen die Gleichungen 

Mit Hilfe der Algebra € 2 4 lassen sich auch Reak-
tionen, an welchen insgesamt mehr als drei Teilchen 
beteiligt sind, darstellen. Dem Neutronenzerfall z. B. 

n p+ + e _ + ve 

entspricht die gültige Beziehung 

ßl = ß-2(ßJo)-

Das erzielte Ergebnis legt die Vermutung nahe, daß 
der Ring der Cayley-Zahlen für eine aufzubauende 
Theorie der Elementarteilchen von grundlegender 
Bedeutung sein dürfte. Es ist hierbei zu erwähnen, 
daß die Cayley-Zahlen auch schon versuchsweise zur 
Untersuchung der starken Wechselwirkung5 heran-
gezogen worden sind. 

4. Abschließende Bemerkungen 

Wie in der Einleitung ausgeführt wurde, war es 
das Ziel der Betrachtung, bekannte empirische Er-
gebnisse lediglich neu zu ordnen. Das ist mit den 
Tab. 8 bis 10 geschehen. Auf zwei Gesichtspunkte 
soll abschließend hingewiesen werden. Vergleicht 
man die den Basiselementen ßr und ßv zugeordneten 
Teilchen miteinander, so zeigt sich eine Symmetrie, 
nach welcher das Positron dem Myon in gleicher 
Weise entspricht, wie die Nukleonen den Hyperonen 
zugeordnet sind. Damit erscheint die Rolle des 
Myons im Bereich der Elementarteilchen nicht so 
unverständlich, wie es zunächst aussieht. Dann soll 
auf das in Tab. 9 fehlende Teilchen hingewiesen 
werden. Nach den Regeln der Algebra (£24 sollte es 
in die Teilchen und ve zerfallen können. Es 
könnte eventuell in Reaktionen indirekt nachgewie-
sen werden, in denen es zusammen mit seinem Anti-
teilchen entsteht. Wenn dieses Teilchen E~ ve eine 
sehr kurze Zerfallsdauer hat, müßte die Gesamt-
energie, welche zu der erwähnten Paarerzeugung 
führt, merklich über dem doppelten Betrag der 
Ruhenergie des ^""-Teilchens liegen. 
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